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  ) 14/8/90: موعد تحویل (                                          :دینامیک سازه هادرس  2 شماره اتتمرینمجموعه 
   

 30 سانتی متر و طول 120 سانتی متر و ارتفاع 80مقطع مستطیلی به عرض تیر دو سر مفصلی بتنی با  )1

 تن بر 210 تن بر متر مکعب و مدول الاستیسیته 5/2 واحد حجم جرمبتن داراي  .متر را در نظر بگیرید

 عبور اتومبیلی با وزن بامطلوبست تعیین حداکثر لنگر ایجاد شده در تیر .  فرض شده استسانتی متر مربع

)Lxsin)x و تابع شکل تیر% 5میرایی برابر .  کیلومتر بر ساعت72سرعت  تن و 2  منظور شود.  
  

با توجه به این که سختی کمک فنرهاي اتومبیل و میرایی آن ها  :جواب

 مسأله ارائه نشده است، لذا مسأله فوق به بحث ارتعاش تیر به عنوان داده

براي سیستمی مطابق شکل فوق می توان معادله تعادل . 1در اثر بار متمرکز متحرك تبدیل می شود

به همچنین . ر می باشد واحد طول تیجرم m بیانگر خیز وuهدر این رابط. دینامیکی زیر را تنظیم نمود

استفاده شده است؛ زیرا بر اساس ) uEI''''(منظور در نظر گرفتن اثر سختی گسترده در طول تیر، از 

  :بر این اساس داریم. مقاومت مصالح می دانیم که مشتق چهارم خیز با نیروي اعمالی رابطه مستقیم دارد
  

,Lvt:         دیراك می باشددلتاي تابع  )(که در این رابطه 0)vtx(PEIuucum ''''    
  

  :همچنین .مشتق نسبت به مکان فرض شده است u مشتق نسبت به زمان وuتوجه شود که در این رابطه
  

000  )t,L(uEI)t,(uEI)t,L(u)t,(u                                : دو سر مفصلیشرایط مرزي تیر 

000                                                                                                        :ارتعاش تیر اولیهشرایط   ),x(u),x(u   

                                                 
1  Vehicle-Bridge Interaction Dynamics, Yang et al., 2004  |  Moving Load Problem 
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به عبارت . ازي متغیرها استفاده شوداز روش جداس لازم است 1براي حل این معادله دیفرانسیل پاره اي* 

t(q)x()t,x(u(      :ورت دو تابع مجزا به شکل مقابل فرض شوده ص ب اولیهبهتر لازم است جواب    

)Lxsin)x     :بر اساس فرض مسأله بیان شده است که تابع شکل تیر برابر است بااز سوي دیگر    

جاگذاري  فوق در معادله دیفرانسیل صفحه قبلی t,x(u( انسیل لازم است براي حل معادله دیفرحال

Lxsin(شده و طرفین در   (ضرب شده و انتگرال نسبت بهx در بازه )L~0 (نهایتاً.  شودگرفته:  
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(         :  لذا معادله نهایی به شکل مقابل خلاصه می شود
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در واقع معادله فوق نمایانگر پاسخ سیستم یک درجه آزادي به بار هارمونیک است که در کلاس درس 

 لازم است سختی معادل براي ،رابطه به دلیل گسترده بودن سختیدر این . تعیین شده استبه شکل زیر 

  : برابر است با2این مقدار بر اساس روابط ارائه شده در کتب مرجع. رفتار یک درجه آزادي تعیین شود
  

  tcosBtsinAetcostsin)(
)()(K

P)t(q DD
t

*
n 


 21

41
1 2

222   

3

4
2

4

4
2

2L
EIdx)

L
x(sin

L
EIdx)x(EIK

L

o

L

o

* 



   

  : از شرایط اولیه مسأله که برابر سرعت و جا به جایی صفر است داریمB و Aبراي تعیین ضرایب ثابت
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1  Partial Differential Equation 
2  Dynamics of Structures, Clough and Penzien, 1995 
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  : از صفحه قبلی به شکل زیر قابل بیان می باشد3 و 2، 1 نهایتاً تابع ارتعاش تیر براساس روابط :نتیجه
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                :  که در آن داریم
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در معادله حرکت ارائه شده در صفحه اول، باید دقت شود که دیمانسیون طرفین نیرو در واحد طول * 

 توان به سازگاري واحدهاي انتخاب شده توجه بیشتر داشت؛ براي مثال میهمچنین لازم است . می باشد

و مقدار طول را بر اساس متر در روابط به مقدار نیرو بر اساس نیوتن ،  بر اساس کیلوگرم رامقدار جرم

  .واحد مدول الاستیسیته در این حالت بایستی بر اساس نیوتن بر متر مربع استفاده شودلذا . کار برد
  

t,x(uEI)t,x(M(         :   بر اساس مقاومت مصالح در مورد لنگر خمشی می دانیم:لنگر حداکثر   

براي مقادیر عددي  t,x(M(براي تعیین مقدار حداکثر لنگر، به جاي استفاده از مشتق گیري، نمودار 

 مد  فقط در محدوده حضور بار همچنین فرض شده است که تعیین حداکثر لنگر. رسم شده استمسأله 

در نتیجه بر اساس اشَکال . بعد از عبور اتومبیل جزو خواسته ها نمی باشدنظر مسأله بوده و ارتعاش آزاد 

و در هنگام رسیدن خودرو به تیر زیر مشاهده می شود که حداکثر لنگر خمشی در محدوده بار در وسط 

)crtv (یه می باشد ثان5/1ان عبور برابر زمکل با توجه به طول تیر و سرعت خودرو، .  می شوددجایا:  
   

m.kNM Max 120 )/,(uEI)/,(MM secmsecmMax 9501595015  
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  مطابق شکلدر اثر کارخانه مجاور،  براي ممانعت از ارتعاش وسایل آزمایشگاهی ي بلوك جداساز)2

 دور در دقیقه تخمین 1500 پوند بوده و ارتعاش زمین 2000 وزن بلوك برابر .در نظر گرفته شده است

با صرفنظر از میرایی، مطلوبست تعیین سختی سیستم به  .زده شده است

  .جا به جایی زمین محدود شود% 10طوري که جا به جایی بلوك به 
   

 بین پاسخ زمین و پاسخ بلوك بر اساس 1درس، رابطه انتقالبر اساس مطالب ارائه شده در کلاس  :جواب

  :رایی، این رابطه خلاصه تر می شودهمچنین با فرض عدم وجود می. رابطه زیر قابل تعیین می باشد
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1110     :   بر اساس فرض مسأله. ه استفرض اخَیر در ادامه بررسی شد
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داراي سختی ) 1-2-3(فرض کنید فنر .  در نظر بگیرید%40سیستم دینامیکی زیر را با میرایی) 3

 با فرض شرایط اولیه بدون جا به جایی و 1مطلوبست تعیین پاسخ نقطه . فشاري و کششی مناسب می باشد

/nبدون سرعت اولیه و با فرض  tsinP)t(Pهمچنین بار وارده به صورت . 50 o باشد می .  
  

می توان قبل از ) 1-2-3(ا توجه به یکسان بودن نیرو در امتداد فنر ب :جواب

  . را با مدل صفحه بعد بررسی نمود2، ابتدا پاسخ نقطه 1بررسی پاسخ نقطه 

                                                 
1  Transmissibility  
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 به بار زیر مطابق شکل  داراي میرایی در واقع پاسخ سیستمی، در شکل صفحه قبلی2اسخ نقطه پ* 

  :داریم.  بدست آمده استسخ بر اساس مطالب ارائه شده در کلاس درساین پا. هارمونیک می باشد
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:      براي مقادیر مسأله   tcos/tsin/
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وص به دلیل بالا بودن میرایی سیستم، چنان چه از پاسخ گذراي سیستم، به خص* 

  : را به جاي رابطه دقیق فوق چنین بیان نمود2 نقطه پاسخصرفنظر شود، می توان 
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وجود جرم و    از فنر زیرین ثابت بود، به دلیل عدم 2شماره اگر انتهاي * 

       : برابر بود با1کت گره ، معادله حر1میرایی در نقطه 
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  : را نتیجه می دهد1 جمع شده و پاسخ کل گره 2 با پاسخ گره مقداراین 
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  . فرض شده استk برابر،ال، به عنوان مثsk سختی فنرِ اخَیر،رابطه تنظیم لازم به ذکر است که در* 
  

 sk: سختی فنر



مطلوبست تعیین سختی . معادل نمود) b(را با مدل ) a(می توان سیستم نمایش داده شده در شکل  )4

تحت بار هارمونیک با فرکانس  آن ستونبا استفاده از نتایج حاصل از آزمایش که در ) b(براي مدل 

secrad10 همچنین بر اساس نمودار هیسترسیس مطلوبست تعیین .دارد قرار c و نسبت میرایی 

   . سیستمتیک مطلوبست تعیین فاکتور میرایی هیسترتیکنهایتاً با فرض مکانیزم میرایی هیستر. ویسکوز
  

  

  

  

  

in:               نمودار بار تغییرمکان نمایش داده شده داریمبر اساس :جواب
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حال چنان چه بخواهیم جذب انرژي واقعی سیستم را با یک میراگر ویسکوز معادل سازیم لازم است 

  :بر این اساس داریم. قرار دهیم حاصل از آزمایش DEمعادله انرژي جذب شده در یک میراگر را برابر
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تنظیم شده است و ) 1(که همان طور که در کتب مرجع اشاره می شود، رابطه اخَیر با فرض حالت 

 .یت این مسأله انجام دهنددر نتیجه لازم است آزمایشات انجام گرفته نیز بارگذاري هارمونیک را با رعا

294%137:              در نتیجه بر اساس رابطه و نمودار هیسترسیس فوق داریم
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 سختی سیستم فقط از ستون بتنی می باشد
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22:              از صفحه قبلی داریم1بر اساس رابطه شماره *  22 
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وابسته ) (این رابطه نشان می دهد که انرژي جذب شده به دلیل میرایی سیستم به نحوه بارگذاري 

چنین وابستگی در آزمایشات مشاهده  اشاره می شود، 1کتب مرجعدر حالی که همان طور که در . است

 تیکمیرایی هیستردر برخی موارد به جاي استفاده از میرایی ویسکوز، از مفهوم بر این اساس . نشده است

                 :نشان داده می شود که این میرایی از رابطه مقابل قابل تعیین است. استفاده می شود 2  

2%2614:     در نتیجه داریم ،تعیین شده است) 1( براي حالت قبلی در محاسبات مقدار /  
  

  

tsin(Po(قابی مطابق شکل زیر تحت اثر بار تناوبی  )5 3 ریه  ضرایب سري فو. قرار داردنمودار مطابق

sectرا در لحظه را تعیین نموده و مقدار برش پایه  5از وزن ستون ها صرفنظر شود.  محاسبه کنید.  
   

  

  

  

  
  

  :در ابتدا لازم است بار وارد بر سازه به کمک سري فوریه به صورت تک ضابطه اي بیان شود :جواب
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03331           :  در مورد اولین پارامتر 32
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1  Dynamics of Structures, Clough and Penzien, 1995 

4.5

7.5 m

u

6IP
B

 1
8

IP
B

 1
8

W = 9 ton
10% 



 
3232

2323232
o

o
o

on dt)tntsin()tntsin(Pdt)tncos()tsin(Pa  







 






















 3
41

49
6

23
23

23
23

2

32

0

ncos
)n(

P
)n(

t)ncos(
)n(

t)ncos(Pa o
t

t
on  

n(sin(                  :با استفاده از روابط مثلثاتی
)n(

Pncos
)n(

P
a oo

n 3
2

49
12

3
41

49
6 2

22










 



  

,n,...,                                                  :اریمهاي مختلف دnکه براي
)n(

P
a o

n 63
494

36
2 


  

  :در مورد پارامتر بعدي از ضرایب فوریه داریم.  برابر صفر خواهد بودna مقدار nکه براي سایر مقادیر
  

 
32

2322
o

o

T

o
o

o
n dt)tnsin()tsin(Pdt)tnsin()t(P

T
b

o

  

 
3232

2323232
o

o
o

on dt)tntcos()tntcos(Pdt)tnsin()tsin(Pb  







 























 3
4

49
6

23
23

23
23

2

32

0

nsin
)(

P
)n(

t)nsin(
)n(

t)nsin(Pb o
t

t
on  

,n,...,,...,      :  در نتیجه
)(

P
bornsin

)(
P

b o
n

o
n 63212

3
49

6
3

4
49

6
22 











 




  

:      لذا می توان بار را به صورت سري فوریه بیان نمود









11
22

n
n

n
n )tnsin(b)tncos(a)t(P  

  

  :داریم. به صورت سري فوریه، می توان پاسخ سیستم را مورد بررسی قرار دادتعیین تابع بار پس از * 
  

)(
L

EI
L

EIkcmI18IPB x 33
6

3
2

3
1

4
450

1
600

138301021212123830   

cm         :  لذا سختی یک درجه آزادي قاب خمشی برابر خواهد بود با
N

cm
kgfk 140631434   



0 0.5 1 1.5 2

-1

-0.5

0

0.5

1

t (sec)

P

sec                :در مورد فرکانس طبیعی داریم* 
rad/

m
k

]
sec.kgf.cm

cm.kgf
[n 5129000

9811434
2 


  

/n            :                                      می توان نوشتnهمچنین در مورد
/

nn

n

o
n 5030512

2








  

با توجه به رابطه فوق، براي هیچ یک . قبل از ادامه کار لازم است بحث تشدید بررسی شود :بحث تشدید

1( امکان ایجاد nاز مقادیر n (راي همچنین با در نظر گرفتن میرایی، مقدار بحرانی ب. وجود ندارد

989021(نسبت فرکانس برابر  2 /Peak  ( می باشد؛ که به شکل مشابه براي هیچ یک از

  .توان از روابط استاندارد پاسخ در ادامه استفاده نمود لذا می.  امکان ایجاد این مقدار وجود نداردnمقادیر
  

بر اساس مطالب ارائه شده در کلاس . کی تعریف شدبار اعِمالی، به صورت مجموعه بارهاي هارمونی* 

  :استدرسی، پاسخ سیستم یک درجه آزادي به مجموعه بارهاي هارمونیکی به شکل زیر قابل بیان 
  


















 



 )tn(Cos)](b)(a[

)tn(Sin])(b)(a[

)()(kk
a

)t(u
onnnn

onnnn

n nn

o

21
12

21
11

2

2

1
222  


















 



 )tn(Cos]bn/)n/(a[

)tn(Sin])n/(ban/[

n/)n/(
)t(u

nn

nn

n 21025301
22530110

01025301
1

14063
1

2

2

1
222  

  

sect(براي لحظه در نتیجه  5 (داریم:                 


 




1
222

2

01025301
1025301

14063
15

n

nn

n/)n/(
bn/)n/(a

)(u  

  

در شکل مقابل نحوه بیان بار به کمک سري فوریه و * 

نمایش داده شده ) 5maxn(براي  MATLAB استفاده از

  :و نرم افزار فوق 1حال با استفاده از رابطه شماره . است

  



5103672  /
P
u

o

]N[P/V oBase 330
u.kV 



:            فنر تحت بار تناوبی-مطلوبست تعیین پاسخ سیستم جرم )6














202
02

2

Tt,t
T
P

tT,t
T
P

)t(P
o

o

  

   

با . در ابتدا لازم است بار وارد بر سازه به کمک سري فوریه به صورت تک ضابطه اي بیان شود :جواب

  : سري فوریه برابر صفر خواهند بودnbتوجه به این که تابع بار وارده، تابعی زوج می باشد، لذا ضرایب
  

2
221 2

o
T

o

o
T

oo
o

P
dtt

T
P

T
dt)t(P

T
a

o

   








2 22422 T

o

o
T

oo
n dt)

T
tncos(t

T
P

T
dt)

T
tncos()t(P

T
a

o

  

2

0

2 2
2

24224 Tt

t

o
T

o

o
n )

T
tncos(

n
T)

T
tnsin(t

T
P

dt)
T

tncos(t
T
P

T
a











 








   

,...,,n,
n

P
])n[cos(

n
P

)
T

tncos(
n
T)

T
tnsin(t

T
P

a oo
Tt

t

o
n 5314122

2
24

2222

2

0














 










  

:                           لذا می توان بار را به صورت سري فوریه بیان نمود







1

2
n

no )t
T
ncos(aa)t(P  

  :می باشد به مجموعه بارهاي هارمونیکی به شکل زیر  بدون میراییپاسخ سیستم یک درجه آزادي* 
  

T
,

)(k
)tn(Cos)(a)tn(Sin)(b

k
a

)t(u o
n n

onnonno 





 





2
1

11
1

22

22
 

  

                     :بر اساس مقادیر این سؤال داریم


 






531
222

24
1

1
2 ,,n

o

n

o

n
)Ttn(CosP

)(kk
P

)t(u  

  

nnn(لازم به ذکر است که در رابطه فوق *   ( می باشد و رابطه با این فرض تنظیم شده است

1(د حالت تشدید  بین فرکانس طبیعی بار و فرکانس طبیعی سازه، باعث ایجانسبتکه  n( نمی شود.  
  


